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Resumen

La motivacion para incorporar la constante cosmoldgica en el presente trabajo se debe a que ésta
es un ingrediente esencial del muy conocido modelo estdndar de Cosmologia, denominado ACDM,
el cual hasta ahora es el que mejor ha logrado explicar la transiciéon del proceso de expansion del
universo desde una fase en desaceleracion a otra acelerada, como también es el que mejor se ajusta
a la abundancia observada de helio (incluido Deuterio), hidrégeno y litio, asi como al por qué de
la existencia de un fondo césmico de microondas [[], lo cual es confirmado por la gran cantidad de

datos observacionales existentes[2].

Los efectos enunciados anteriormente son de escalas césmicas de Gigaparsecs, en la cual se
pueden evidenciar los efectos de A, sin embargo, una de las razones para estudiar la inclusién de
la constante cosmolégica en estructuras pequeiias como estrellas de neutrones y enanas blancas
fue la evidencia encontrada del rol y efectos que ésta juega en la dérbitas y estabilidad de sistemas
acoplados (Orbita circular estable mas interna y mas externa) [3], los cuales son nimios comparados

con las estructuras donde habitualmente se estudian los efectos de A.

Dado que las ecuaciones de equilibrio para los diferentes tipo de estrella, en particular las de este
estudio dependen de la constante cosmoldgica, es de interés incluirla en un estudio dindamico que
permita conocer el comportamiento de sus soluciones considerando la imposibilidad actual de obte-
ner un resultado analitico para su solucién. Debido a la interaccién que tiene ésta con las variables
de las ecuaciones, era de esperar un efecto de contraposicién con la presion interna de la estrella,
generando una disminucion en los radios de ellas, sin embargo, los resultados obtenidos al solucionar
de manera numérica los sistemas se puede observar un efecto mas bien despreciable, salvo cuando

se utilizan valores considerablemente mayores con respecto al valor registrado experimentalmente.

XIII



Capitulo 1

Introduccion Estrellas Densas

Como se indica en [4] una parte importante de las estrellas son capaces de soportar los colapsos
gravitacionales generados por sus grandes masas debido a la presién que se genera en su interior por
medio de procesos de reaccién nuclear que, como plante6 Arthur Eddington [5] por primera vez en
1920, se debe a la fusién de nicleos de Hidrégeno y Helio, liberando en este proceso energia la cuél
se encarga de equilibrar las fuerzas gravitacionales presentes. Como es de esperar, estas reacciones
no se pueden mantener indefinidamente y el combustible nuclear (Helio e Hidrégeno principalmen-
te) al ser consumido casi en su totalidad vuelve virtualmente imposible, con la tasa de generacién
de energia disponible, soportar el inminente colapso generado la atracciéon gravitacional generado
por la propia masa de la estrella, decantando esto en dos posibles estados finales de existencia de

estos sistemas gravitacionales.

El primero de estos escenarios posibles es en el cual la gravedad se vuelve dominante llevando
inexorablemente a aquella estrella que supere aproximadamente las 2 masas solares (M) a colap-
sar en un agujero negro, una estructura cuyo interior al horizonte de sucesos no tiene posibilidad

de enviar informacién hacia un observador exterior.

El segundo de estos posibles finales para una estrella en fase principal se da cuando la fuerza
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ejercida por gravedad es equilibrada desde el interior por presiéon generada a partir de procesos
no termonucleares, mas bien de cardcter cudntico, pudiendo en este camino finalizar su vida como
una enana blanca, o una estrella de neutrones, cuerpos estelares de altas densidades que presentan

particularidades que veremos a continuacién.

1.1. Enanas Blancas

Como se puede leer en el trabajo de Koester y Chanmugam [f] el estudio de las Enanas Blancas
tiene gran relevancia en las areas de la fisica relacionadas al universo, ya que estas contienen in-
formacion de sustancial que sirve para entender la evolucién individual de estrellas desde su origen
a su decadencia, en la historia de las galaxias, asi como la tasa de formacién de estrellas en ellas.
Esto entre otras cosas debido a que la vasta mayoria de las estrellas, incluido nuestro Sol, pasaran

la fase final de su existencia en forma de Enana Blanca [[].

La caracteristica principal que define el destino de una estrella ordinaria es su masa a lo largo
de su vida, ya que aquellas que han consumido su combustible termonuclear y que presentan masas
criticas del orden de M ~ 6 — 8 M, (la cual pueden perder por diversos medios en su proceso de
enfriamiento), terminardn su vida como Enana Blanca, las cuales presentan masas méximas del
orden de M4, ~ 1,4Mg, con radios aproximados del orden terrestre y densidades por tanto cerca-
nas a 102 kg cm™3. Estas diferencias entre la masas entre las fases principal y final es aprovechada
en la galaxia para la formacién de nuevos cuerpos celestes en ellas. Desde su nacimiento y durante
sus fases tempranas presentan altos valores de Luminosidad (L := energia radiante perdida por
sequndo), la cual perderan de forma gradual hasta volverse virtualmente invisibles a lo largo de un
periodo de 5 — 10 billones de afios. Son estos largos periodos de tiempo que demoran en perder su
luz, los que permiten al estudiarlas leer en ellas la informacién que contienen de las etapas primarias
de nuestra galaxia.

Como se plante6 previamente, en las Enanas Blancas dejaron de resistir la fuerza de la gravitacién
mediante presién generada por energia nuclear de fusiéon de ntcleos, y debido a sus densidades ex-

tremadamente altas los espacios que pueden ocupar los atomos generan degeneracién de electrones
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como consecuencia del principio de exclusién de Pauli. El peso de la estrella es soportado por lo
que se denomina presién de degeneracion electréonica, caracterizada por una determinada ecuacién
de estado que permitira evaluar las masas limites para este tipo de estrellas.

Otra caracteristica interesante de las Enanas Blancas es que se pueden encontrar algunas de ellas
como poseedoras de campos magnéticos. Se conocian hasta hace algunos afios cerca de 42 de estos
cuerpos con campos que oscilaban en rangos de 106 — 10°G [§], lo cual suma otra razén de estudio
al evidenciar en ellos los efectos de fuertes campos magnéticos que pueden ser observados en gran

detalle en todo el espectro, desde el Infrarrojo hasta el Ultravioleta.

Desde observaciones astronémicas de los espectros de luz emitidos de las atmosferas de las
Enanas Blancas se pudo encontrar un patrén de amplia variaciéon en los componentes principales
de estas a diferencias de otros grupos estelares que presentan espectrometrias similares entre ellos.
Se pueden encontrar estrellas que presentan lineas de hidrégeno, las cuales se visualizan extremada-
mente ensanchadas con respecto a las originales por causa de los poderosos campos gravitacionales
presentes en ellas. En algunas de estas enanas blancas es posible encontrar iinicamente lineas En
el espectro del helio neutro o simplemente lineas que se encuentran en los rangos de las bandas de
Swan para moléculas de Carbono niimero 2, se han visualizados otras cuyas lineas s6lo contienen

calcio, magnesio o hierro.

Como es de esperar por ser los componentes principales del universo, la mayoria de las Enanas
Blancas presentan en sus capas exteriores principalmente helio e hidrégeno, tal como lo muestra y
explica el porque de esta situacién D. Koester en su publicacién [9], se deberfa a que si se combinan
las influencias debidas a los campos tanto eléctricos como gravitacionales en las capas exteriores
de estas estrellas. Se genera separacion entre los elementos que presentas diversos pesos atémicos,
creando un efecto de lluvia de aquellos que son més pesados hacia el centro de la estrella y un
ascenso de los mas livianos en direcciéon del tope atmosférico. Estos procesos se presentan en inter-

valos de tiempos muy cortos contrastandolos con los tiempos estelares.

Por todas las razones previamente expuestas y debido a nuestra imposibilidad material para

recrear y/o simular con precisién en la tierra todas estas condiciones de la materia que se dan de
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forma natural en las Enanas Blancas, es por lo cual tras el desarrollo teérico de los marcos que
se cree rigen dichas condiciones, asi como su grado de predicciéon con respecto a la realidad, lo
cual puede ser confirmado por medio de la observacién astronémica de nuestros cuerpos celestes de
estudio, es que las Enanas Blancas se podrian considerar como enormes laboratorios fisicos extra-
terrestres en el aprendizaje de materias de altas densidades y extremas presiones. Esta es una de

las razones que motivan este trabajo.

A través de sus constantes observaciones del espacio el matematico y astronomo F. Bessel, las
cuales realiz6 durante los afios 1834 y 1844, se percat6é de desviaciones en el transito de la estrella
Sirius, la cudl presentaba oscilaciones aparentes en su recorrido por el firmamento, lo cual sélo
lograba ser explicado y posteriormente confirmado, por la presencia de una estrella comparfiera, la
cual pasé a llamarse Sirius B. La deteccién tuvo lugar en el ano 1861 de forma visual gracias al
telescopio americano armado por el fabricante de telescopios y astrénomo A. Graham, con lo cual
fue viable determinar por primera vez su orbita. Afios después, cerca del afio 1910, el astrénomo L.
Boss, quien construy6 uno de los primeros catalogos de compilacién de estrellas, fue capaz de hacer
una de las primeras estimaciones de la masa de esta Enana Blanca en un valor de 0,94Mg, la que
lamentablemente, pero sin perdida del valor de esas mediciones, fue nuevamente determinada en

1978 aumentando a 1,053Mg.

Utilizando técnicas de espectrometria astronémica fue posible estimar su temperatura efectiva
atmosférica en alrededor de 8000K , valor que junto a los valores conocidos de su luminosidad hizo
posible las primeras estimaciones de su radio y por consiguiente de su densidad, la cual se considera
alrededor de 50 kg * cm 3. Estos valores que, pese a estar por debajo de futuras estimaciones, para
la época y lo que se conocfa en aquellos momentos, era en palabras del mismo Eddington (1926)
un absurdo, sin embargo gracias a las nuevas tecnologias en observacién y mejores calculos, ha
permitido estimar su temperatura superficial en aproximadamente 27000K y a partir de ello, una

densidad de 3 x 103 kg * em 3.

Como se ha comentado previamente, las Enanas Blancas no fueron capaces de soportar la fuer-

za gravitacionales generada por su propia masa, generando un primer colapso que la lleva a su
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estructura actual. En este escenario se producen densidades extremadamente altas que dan lugar a
materia en un estado llamado degeneracion de electrones, se considera que la composiciéon interior
debido a este estado es de carbono puro, bajo este régimen se puede calcular la distancia tipica
r. entre los ntcleos del carbono (distancia que si se considera en un enlace simple de carbono es
de 1,54 x 10719 y en caso de enlaces triples 1,2 x 1071%m) a partir de la formula, 4%ncr?’ =1,
donde n. es la densidad de numero de las particulas pesadas para este caso. El valor obtenido
previamente es aproximadamente 7, = 1,2 x 10~'%m, lo cual es muchisimo menor al radio de Bohr
(5,3 x 10~%em,la cual se define como la distancia esperada entre el nicleo de de un dtomo y su
primer electron en estado base) incluso para iones de carbono que cuentan con tan sélo con un
electrén.

Bajo este régimen sélo puede mantenerse en la Enana Blanca la materia por la falta de espacio en
ella no permite orbitas ligadas y deberia presentarse completamente como presién ionizada (Materia
que registra una mayor interaccion con la luz). En este mismo contexto se presenta una distancia
media entre los electrones del orden de r. ~ 6,4 x 10~ em, valor que es considerablemente menor
que la longitud de onda térmica de Broglie para los electrones inclusive para la temperaturas ex-
tremadamente altas (7' > 10°K), lo cual vuelve imposible hacer una descripcién adecuada de las
condiciones termodindmicas de la materia, lo que vuelve imprescindible el uso de mecanica cuantica
para tener un panorama de mayor realismo frente a esta situacién. Al utilizar la caracteristica de
la obediencia de los electrones a la estadistica de Fermi-Dirac es posible explicar el porqué y el
cémo la Enana Blanca es capaz de soportar la gravedad completamente gracias a la presién de
degeneracion de electrones, este régimen que no necesita de reacciones termonucleares para man-
tener la masa de la estrella puede incluso seguir su trabajo a temperatura cero, lo cual explica
la razén del enfriamiento de estas en el tiempo, gracias a esta iltima caracteristica las Enanas
Blancas en este estado estable se vuelven nuevamente un laboratorio espacial para el estudio de

configuraciones a temperatura cero, acrecentando la necesidad del estudio de estos cuerpos estelares.
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1.2. Estrellas de Neutrones

Como resume muy bien el libro de Haensel [[L(] las estrellas de neutrones son cuerpos estelares,
remanentes de estrellas que finalizaron su fase principal, y por ende ya no cuentan con energia
termonuclear que consumir para contrarrestar la atraccion gravitacional de su propio peso y evitan
el colapso gravitacional mediante la presion de degeneracién de neutrones, por lo cual la materia
que contienen en su interior se encuentran en densidades que estdn apenas por encima de la que
tiene un nticleo atémico, del orden medio de ~ 7 x 10 g * em™3 ~ (2 — 3)py (comparado con
la densidad nuclear normal, py = 2,8 x 101 g+ em™3). Si bien sus masas en términos generales
no difieren mucho de las que presentan las Enanas blancas, del orden de 1,4Mg, presentan una
caracteristica particular en lo que refiere a sus radios, los cuales son aproximadamente de apenas
unos 10 km, haciendo de estos cuerpos celestes las estrellas més compactas conocidas en el universo,
presentando energias gravitacionales similares a Fypq, ~ 0,2Myc? y una aceleracién gravitacional
superficial aproximada de g ~ 2 x 10 cm * s72.

Un hecho interesante es la diferencia de afios entre las primeras predicciones de las Estrellas de
Neutrones y su primer avistamiento. En primera instancia, en el afio 1932 Lev Landau [11], de
forma independiente a Chrandrasekhar, aunque un tiempo después, logré estimar la masa méxima
de un Enana Blanca con bastante precisiéon. Sin embargo aquella publicacién contenia una segunda
parte bastante interesante, en ella Landau especulaba la existencia de cuerpos estelares que po-
drian existir de manera estable con densidades cercanas a las del nicleo atomico, siendo aiin mas

compactas que las Enanas Blancas estudiadas en su investigacion.

Pese a esta especulacién de Landau, la prediccién tedrica que hoy en dia sentd las bases de
nuestro conocimiento y estudio de las Estrellas de Neutrones, fue realizado por W. Baade y F.
Zwicky [IL2], quienes hasta el afio 1933 estuvieron estudiando diversas observaciones de explosiones
de supernovas y en ellas encontraron que de ellas se liberaba una cantidad colosal de energia que ini-
cialmente no tenia una explicacién clara, para la cual ellos propusieron, de sus propias palabras, lo
siguiente: Con todas las reservas de nuestros avances hemos observado que la supernova representa
la transicion desde estrellas ordinarias a estrellas de neutrones, que en sus etapas finales consiste de
paquetes de neutrones extremadamente cercanos.”. Sobre este proceso de transicion entre estrellas,

especularon una posible razon, que consideraba que en la corteza externa de una estrella ordinaria
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se producen los neutrones, que debido a su masa generan una suerte de lluvia desde la superficie
en direccién radial hacia el centro de ésta, bajo la premisa que la presion de luz es practicamente

cero sobre los neutrones.

Dentro de los campos de investigaciéon principales en torno a las estrellas de neutrones, se
encuentra uno de sus ingredientes fundamentales que particularmente tuvo un auge de estudio
previo a la segunda guerra mundial, éste es conocer la ecuacion de estado que describe a la materia
presente en nuestro objeto de estudio, la cual se encuentra a densidades irreplicables en nuestro
planeta. El desarrollo de la teoria que permite la obtencién de la ecuacién de estado buscada
considera el hecho de que las estrellas de neutrones, por estabilidad de los neutrones (Si estos no
se encuentran dentro de un nicleo atomico, acompanados de protones, presentan una vida media
de alrededor de 15 minutos) estén compuestas ademds por protones y electrones, estos ultimos
necesarios para mantener la nulidad de carga de las estrellas de neutrones. Estos fermiones se
encuentran en estado degenerado para poder mantener la estabilidad de la estrella con respecto
al colapso gravitacional, siendo esto la razén de que sea viable considerar que la materia en estos
cuerpos estelares se pueda considerar sin mayores problemas a temperatura 7' = 0K sin presentar
grandes desviaciones de del estado real, ademés de entregar gran informaciéon del comportamiento

de ellas.

Hubo ideas poco afortunadas como la de Landau [[13] y Gamow [14], quienes de forma indepen-
diente propusieron que existia la posibilidad de que practicamente cualquier estrella regular podria
contener un nucleo que no difiere de la concepcién que se tenia de lo que es una estrella de neutro-
nes. Claramente esta idea, que buscaba explicar las cantidades de energia estelar, fue descartada

conforme avanzaron los estudios.

Es a partir de el punto que se vera ahora que el entendimiento de las estrellas de neutrones
comienza un camino de crecimiento, esto gracias al trabajo de Tolman[l5], y Oppenheimer con
Volkoff [16], quienes a partir de la ecuacién de campo de Einstein [17] fueron capaces de derivar,
gracias a la simetria esférica de los cuerpos de estudio, una ecuaciéon de equilibrio hidrostatico para
las estrellas de neutrones en el marco de las relatividad general. En esta ecuacién se reflejan las
caracteristicas fundamentales que se presentan en estas estrellas, tales como su densidad variable,

el aporte de su energia en reposo y por supuesto los efectos surgidos a partir de la relatividad ge-
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neral, todos ellos de gran importancia debido al régimen en el cual mantienen su estabilidad (estas

ecuaciones se verdn con detalle en la prézima seccion).

Con la poderosa herramienta que fue esta ecuacién Oppenheimer y Volkoff y considerando la
estrella de neutrones como compuesta inicamente de un gas de neutrones fuertemente degenerados
no interactuantes, se generé un modelo simple de para la ecuacion de estado, el cual resolvieron de
forma numérica obteniendo una respuesta para uno de los problemas més importantes: el limite de
masas de estrellas de neutrones, las cuales, segiin sus resultados, para modelos estables y estaticos,
presentan masas maximas (para el equilibrio gravitacional) del orden de Mgnmaz == 0,71 Mg, que
en la literatura se suele encontrar como el limite de Oppenheimer Volkoff. Claramente este valor
gener6 grandes preocupaciones en los investigadores ya que se encontraba bastante por debajo
del limite encontrado por Chrandrasekhar para las enanas blancas, el cual como recordamos es
del orden de MEgpmar =~ 1,44Mq. Tras realizar las evidentes revisiones de sus procedimientos,
premisas y resultados, sin poder evidenciar fuentes de errores, concluyeron de forma pesimista
"Hemos notado que nuestro limite cercano a ~ 0,7Mg esta cerca de ser real”. Afortunadamente
en esta ocasion se encontraban errados. Gracias al arduo trabajo de observacién realizado anos
después, que combinaron técnicas precisas de medicién de estrellas de neutrones, junto a evidencias
astrofisicas directas que entregaron datos de la fuerte interaccién repulsiva en la materia de estos
cuerpos, que se encuentran a densidades supranucleares, se calculé este limite en el rango de ~

(1,25 — 1,44) Mg, lo cual es mucho més cercano al limite establecido por Chrandrasekhar.

Lamentablemente durante el periodo de la segunda guerra mundial los avances en estos campos
de estudio se detuvieron en base al contexto histérico que se vivia, particularmente hasta cerca de
1960 las estrellas de neutrones fueron tratadas nada mas que como el fruto de la imaginacién de de
algunos fisicos tedricos, sin encontrar ninguna evidencia real de sus existencia, mermando los avances
en su estudio y el desarrollo de su entendimiento. Sin embargo, hubo un grupo de cientificos que
se embarco en la btisqueda visual de ellas, lo que permitié que tras su descubrimiento los trabajos
en torno a ellas fueran llamativos de investigar, dando luces del comportamiento interno de estos
cuerpos de altas densidades hasta el dia de hoy, con observaciones de sus efectos estelares y uno de

las motivaciones presente en este trabajo.
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1.3. Constante Cosmolégica A

En el transcurso del afio 1917 A. Einstein estudia y genera sus primeros modelos sobre el universo

basandose en la teoria general de la relatividad, cuyas ecuaciones de campo pueden escribirse como

G

1
G,U.D = Rl“/ - iRg'uV = 7CTT'U’V' (131)

En esta época, previa a los descubrimientos de Hubble, Einsten pensaba que el universo era estatico,
con distribucién uniforme de materia y con curvatura espacial positiva (esfericamente cerrado), para
el cual con las ecuaciénes () no daban una solucién de este tipo. Fue asi que tuvo la idea de
introducir una constante que permitiera obtener soluciones estaticas y que fuera compatible con la
exigencia de que el miembro izquierdo de la ecuacién (|1.3.1]) tuviera una derivada covariante nula.

Con esto la ecuacién ([l.3.1]) tomo la forma mas general dada por

8rG

Guv = Agyw = == T, (1.3.2)

donde el término A paso a ser conocido como Constante cosmolégica. Para la ecuacién anterior
cuando hay ausencia del factor de energia-momento 7},, = 0, lo cual corresponde al caso de un es-
pacio sin materia, tenemos la solucién G, = Ag,,,, donde el término derecho puede ser interpretado
como un tensor de energia-momento correspondiente al vacio, y dado por

4

y

uv _%Aguyn (133)

En términos generales, tanto la materia como la radiacién pueden pueden ser descritos como fluidos
caracterizados a través de su densidad de energia (densidad de materia) y presion. Es asi que nuestro
tensor de energia-momento del vacio Tﬁ\y puede ser parametrizado mediante la "densidad de energia

del vacio” pp y la “presion del vacio” pp, las cuales corresponden a

2\
- 0 1.3.4
PA= G T ( )
par = —pac® < 0. (1.3.5)

Si consideramos el universo estatico planteado por Einstein, mediante las ecuaciones de Friedman
con la inclusién de la constante cosmolégica, obtenemos los siguientes términos en funcion de la

presion y densidad de materia pps, pps y la presion y densidad de energia de vacio pp y pa,
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respectivamente, como

0%+ kARG ? 8rG
5 = —3 (o +pn) (1.3.6)
47 G 1
ST Ta (pM+pA)+§(pM+pA)02~ (1.3.7)

Si consideramos que la mayoria de la materia en nuestro universo (a tiempo presente) no es de

caracter relativista, y que puede describirse muy bien por una presién nula, py; = 0, junto con que

pA = —pac?, tenemos
i 4nG 1 )
o= T2 |:(pM +pa)+ 5 (ot pa)e }
A7 G 1
= —— {PAC2 + 5 (P + pa) 02]
c 3
4G
= T3 [—2pA + par] -

Ya que inicialmente buscamos estudiar el universo estatico propuesto, tenemos la restricciéon a = 0,
y de esa manera obtenemos de la ecuacién anterior, junto a la ecuacién ()7 el resultado

A
4G’

PM = 2pA =

Considerando ahora la segunda condicién de universo estatico, asociada a la velocidad de expansién
nula @ = 0, implica que el factor de escala a del universo se mantiene constante a = ag = 1, de

modo que reemplazando los valores obtenidos anteriormente para pys en () obtenemos

Ke? 8rG
- — — (2
e

3
A
= 81G
T 8rG

= A,

donde se considera el pardmetro de curvatura Gaussiana k = 1 representa un universo esférico.
De esa manera obtenemos que el radio de curvatura del universo es Ry = A~/2, lo cual entrega
directamente una relaciéon entre la densidad de materia del universo y la cantidad de materia en
él contenida. Esta identidad de la constante cosmoldgica con el tiempo fue reinterpretada como

como la densidad de energia del espacio vacio, lo que hoy en dia vislumbra una explicaciéon desde
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conceptos de mecanica cuantica, que en algunas ocasiones se relaciona o asocia con la idea de energia
oscura.

En el afio 1931, posterior a la confirmaciéon de E. Hubble de la expansién del Universo, Einstein
decide abandonar su idea de la utilizacién de la constante cosmoldgica, que en sus propias palabras
fue “the biggest blunder” o ”el peor error” de su carrera. Sin embargo, en las décadas posteriores
la constante cosmolédgica fue discutida tanto desde el punto tedrico como observacional, dado que
su presencia permitia una descripcién méas adecuada de la formacion de estructuras, asi como de
evaluaciones de la edad del universo en consonancia con las observaciones. A finales de la década
de los 90, se pudo evidenciar el corrimiento al rojo observando supernovas lejanas descubriéndose
asi la expansién acelerada del universo, hecho que en la busqueda de una explicacién implicaria
un efecto repulsivo del vacio, lo que vino a cimentar el hecho de que A era parte integral de las
ecuaciones de campo de Einstein. Mediciones del fondo césmico de microondas permiten estimar el

valor A = 1,1056 x 10~46km?2 para esta cosntante.



Capitulo 2

Ecuaciones Estructura Estelar

En el siguiente capitulo se veran las ecuaciones que rigen los modelos estelares estudiados,
comenzando con la ecuacién sencilla de equilibrio hidrostatico newtoniana, que define tanto la
variaciéon de la masa en un cuerpo a partir de su densidad de masa, junto con la variacién de
la presiéon en términos de la masa y su densidad, para continuar con la actualizacion de esta
ultima gracias al trabajo conjunto de Tolman, Oppenheimer y Volkoff [15],[16] que desarrollaron
la ecuaciéon de TOV a partir de las ecuaciones de estructura de Einstein [17], y que incluyen la
constante cosmolégica [[18]. La resolucion de estas ecuaciones necesita de un ingrediente adicional
que debe incluir una ecuaciéon de estado que relacione la presiéon con la densidad de masa, que en

este trabajo sera la relacion politrépica en términos de la composicion del cuerpo de estudio.

2.1. Modelo clasico

Para comenzar se establecerd la ecuacion diferencial que describe la variacion de la masa en
términos del radio, considerando la simetria rotacional del cuerpo como premisa, asi consideramos
la densidad de masa de la estrella como funcién solamente dependiente de la distancia radial r :=
distancia radial desde el centro de la estrella, como p = p(r), sea M(r) := masa de la estrella
a distancia r del centro,y un cascarén de la estrella a distancia r como se ve en la figura (@),

tenemos que el diferencial de masa de este cascarén, esta relacionado con el volumen diferencial

12
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(compuesto por el diferencial de distancia y el drea superficial A(r)) de esta capa por la densidad

a esta distancia radial, asi obtenemos la ecuacion

dM(r) = p(r)dV
= p(r)A(r)dr
= p(r)4nridr
%\f(r) = 472 p(r) (2.1.1)

dr

b S )

Figura 2.1: Diagrama cascarén diferencial de masa en estrella

Para continuar calculamos para un diferencial de volumen la diferencia de presiéon experimentada
por este elemento como se ve en la figura , utilizando el hecho bésico de su definicién P(r)*A = F(r),
donde P(r) representa la presién a una distancia r, A el elemento de area donde se experimenta la

fuerza F', que en este caso es la gravitacional creada por Newton

ﬂw:—G%m (2.1.2)

donde M representa la masa de la estrella, en este caso hasta la distancia r desde el centro de ella y
m la masa del elemento diferencial de volumen, que para efectos de nuestro calculo se desarrolla en

términos de la densidad de masa a esa distancia y el volumen expresado como el area del elemento
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por el diferencial de distancia, asi obtenemos, el diferencial de presién como

dP(ryx A = dF(r)

(2.1.3)

Figura 2.2: Diagrama diferencial de volumen y las diferencias de presion experimentadas

para efectos del tratamiento de las ecuaciones, se realizard una pequena actualizaciéon de éstas
para particulas que no son de cardcter relativista (que obedecen las leyes de Newton, velocidades

muy por debajo de ¢), utilizando la famosa relacién obtenida por Einstein de energia en reposo para

este régimen, las densidades de energfa toman la forma €(r) = 1/(p(r)c?)2 + (p(r)ve)? ~ p(r)c* y

asf las relaciones (R.1.1)) y (R.1.3) se escriben como

dM r?

- (r) = 4770—26(7‘) (2.1.4)
dP GM (r)e(r
= (r)=— 7;7‘)2 (r) (2.1.5)

Con este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas es posible tener una aproximacion

del comportamiento de las estrellas desde la perspectiva Newtoniana, lo cual serd un buen primer
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esbozo de sus parametros, a la vez que servird experimentalmente para ajustar los algoritmos de

solucién que se estudiardn en el capitulo (H)

2.2. Modelo con correcciones de Relatividad General

En 1939 gracias a los trabajos independientes de Tolman [15] y Oppenheimer junto con Volkoff
[L6], quienes a partir de la ecuacién de campo de Einstein ()

1 81G
G/'“J = RMV — iRgNV = —CTTMU (221)
en relatividad general [17] lograron encontrar una solucién estética de dicha ecuacién para un fluido

con simetria esférica en equilibrio, con respecto a la métrica
ds? = e’ Pdt* — e Ndr® — r?dh? — r? sin® 0d¢> (2.2.2)

donde las funciones v := v(r) y A := A(r) son sélo dependientes de la distancia radial al centro de
la esfera r. En las ecuaciones anteriores G, es el tensor de curvatura de Einstein que es el aporte
geométrico de esta relacién, que se define a partir de 1z, es el tensor de curvatura de Ricci, quien
determina la curvatura de la variedad que en este caso es la 4-dimensional espacio-tiempo, el cual
se define a partir de los simbolos de Christoffel de la siguiente manera con la convenciéon de suma

de Einstein

Ry = 0,10, — 0,10, + T8, 15, — T, 1'%, (2.2.3)
con
1 098x  O9ra  09ap
7, =g 22 o _ e 2.2.4
a8 = 39 (&ca T8 T a0 ( )

dentro de la ecuacién (R.2.1]) también se define el escalar de curvatura de Ricci como
R =g""R,, (2.2.5)

y el tensor de energia momento para un fluido isotrépico en un régimen libre de viscosidad, movi-

miento y conduccién de calor se tiene como se expresa en [4]

p
TMV = (p + 07) UpUy — PGuv (2'2'6)
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donde p representa la presién del fluido, p su densidad y . es su cuadrivelocidad.
Ya que la métrica sélo contiene sus componentes diagonales g+, grr, 906, gpo Sucederd lo mismo

con los tensores de Ricci, asi al calcularlos obtenemos lo siguiente para cada uno

[ /2 ' N
R s S J— — 2.2.7
t c >t Ty T } (22.7)
1" V/2 /\/ )\/l//
R, = L v A 2.2.8
2 + 4 T 4 ( )
r ’ /
A v A 1
- _ 414+ 2.2.
Ry re 3 + 2] + , (2.2.9)
N 1
R¢¢ = 77”‘67)\ Sin2 0 |:V2 + 5 - :| - Sin2 0 (2210)
T

Utilizando las ecuaciones (lZ.Q.?I),(tZ.Q.Q),(tZ.Q.d) y (tZ.Q.ld) podemos calcular el escalar de Ricci ()

obteniendo

(2.2.11)

v V2 N2 2

R=—e? |V 42— — — —2— 4 = —
{ + r 2 * 2 r + r2 * r2

Calculando las componentes correspondientes del tensor de energia momento () y considerando

en las ecuaciones de campo de Einstein (R.2.1) G = ¢ = 1 obtenemos las siguientes relaciones para

Ttt = pey y Trr = peA

N 1 1
G,y — —e? = ) 2.2.12
t € [ T 7“2] r2 ( )
v 1 y 1
Gur = — [r n ﬂ} res (2.2.13)
y asi tenemos el siguiente sistema para Gy = —8n1y v G = =871
N 1 1
=Y _
/
A Y 1 1 B

Ahora despejando p de la ecuacién () y reemplazando en (R.1.1)), e integrando con respecto
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a la distancia radial al niicleo, obtenemos lo siguiente

M(r) = 47r/rp(l)12dl
0

"1 [N 1 1\ 5
/0 (6 |:l_12]+l2)ldl

Il

~

3
Fl
3

1 T
= f/ e NN (DL —1] + 1dl
2 Jo
1 T
= f/ e NN = 1] + 1dl
2 Jo
1. .
Y [—e™ 1 +1] {0
1 Y
= 5 [—e r+ r]
2M(r) = —e 47
2M(r)—r = -—re A
2M(7") ] = _eA
r
M
a g M) (2.2.16)
r
derivando esta expresién con respecto a la distancia radial, obtenemos
- M'(r) | M(r)
- A=t ot 2.2.17
(r)e " + 2 ( )
y ahora sumando las ecuaciones (EQla) y (5212}1) obtenemos la relacién
67)‘ / v
8(p+p) = +e**7 (2.2.18)

reemplazando en ella la relacién (EQlﬂ) y (5218) obtenemos

o - 1 )
12Oy L)
vi(r) = {SW(p+p)r—iM'(r)+2j\4r(;)] [1—2‘“{@]1

reemplazando la ecuacién () obtenemos

- ot -
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utilizando la ecuacién de equilibrio hidrostatico [[L6],

dp v
— =— — 2.2.19
il G Ok ( )
y reemplazando en ella el resultado previo, tenemos
dp 1 M(r) M@
a = §(p+p) |:87Tp7"+2 2 1 27
M D 5 M(r)] !
= = 1+4r— } 1—2—
72 (p+p) { * v { r

utilizando en esta ecuacién la relacién entre densidades de energia y de masa p(r) = €(r)c?, con

¢ =1, obtenemos la ecuacién de TOV [L5], [16],

dp
dr

En base a la evidencia de efectos en estructuras estelares considerablemente menores a galaxias

_ —% (e+p) [1 + 477%7«3} {1 - 2M(r)} - (2.2.20)

r

[B] la inclusién de la constante cosmoldgica A en las ecuaciones de campo de Einstein (R.2.1)) [15]
con el fin de estudiar el comportamiento dindmico de estrellas densas podria entregar informacién

importante de su formacién y parametros principales, asi se obtiene

1 81G
G =Ry — iRgW +Agu = g Ty (2.2.21)
esta inclusién genera cambios en las ecuaciones (), (), reescribiendo estas como
N 1 1

Y _

—e |:r — 72] 3 +A = —8nmp (2.2.22)
/

R4 1 1 _

—e |:1" + 1"2] + i A = —-8mp (2.2.23)

al igual que en el tratamiento clasico, despejando la densidad de masa e integrando este término,

"1 [N 1] 1 ,
M(r) = 477/0 871'(6 [lp}leQA)ldl

3 T
= 1[—@’\Z+I—Al}

se obtiene

2 311,
-3
2M(r) = —e”‘r—!—r—AE
-3
2M(7‘)—r—|—A§ = —re?
M 2
M) AT e
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asi la ecuacion se escribe

M 2
er oo M) A% (2.2.24)
derivando
/
e = oMM + 2@ _ax (2.2.25)
r r 3

reemplazando estos términos en la suma de las ecuaciones (),() (la cual se mantiene

idéntica) se tiene la relacién

e = D22 0
1—2M:T)—A7§]l: _ 8w(p+p)—i{2W—2Aﬁ”+Aﬁ
V) = st = 2o 2200 4 a2 1220 3}
_ :87r(,0+p) i4m~ 4o M) Hl M:’" ’;]_1
_ :8wpr+2M(T)+A3][ _zMy) Ag]

finalmente utilizando la ecuacién de equilibrio hidrostatico () y reemplazando el valor de v/

se tiene
dp 1 M(r) 2r M(r) r2] 7!
— = —= A—||1-2—2 —A—
dr 2 (p+p) { r2 * 3} { r 3
M D 5 r3 M(r) r2]7!
= = T+dr Ll pn | [1-2 AL
2(p+p)[+FMT+3M][ r 3

y reemplazando la densidad de masa por densidad de energia se obtiene la ecuacién de TOV

con constante cosmologica.

M(r) —Ag - (2.2.26)

dp
dr

M
——T—Q(e-l-p) 1+47T—7" +A3M} {1—2

Como es posible evidenciar, A genera dos contribuciones, por un lado en un factor se presenta como
contraposicién a la presién de la estrella, de ahi que se hable de ella como una presién negativa o

de vacio, ademas la solucién de la ecuacién de campo de Einstein también tiene una intervencién
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en el factor geométrico de esta ecuacion, lo cual explicaria resultados posteriores en los cuales
la inclusién de esta constante cosmoldgica incrcementa los resultados de radio final de la estrella
(gracias al factor del denominador se pueden obtener los radios de Schwarzschild para estrellas, de

ahi el llamarlo geométrico).

2.3. Ecuacion de estado politréopica

Ya que hasta ahora contamos con dos ecuaciones diferenciales () y (), o segun el
caso de estudio (), y son 3 las incégnitas involucradas, masa M (r), presién p(r) y densidad
de energia €(r) a distancia radial desde el centro de la estrella, tenemos un sistema con infinitas
soluciones, por lo tanto es necesario encontrar una ecuaciéon de estado que relacione, la presién con
la densidad, y en este trabajo se buscard una ecuacién de tipo politrépica p(r) = Ke(r)? donde ~y
es llamado nuimero politrépico. Para encontrar dicha ecuacién se estudiara la estructura interna de

las estrellas analizadas y su composicién.

2.3.1. Enanas blancas, modelo de gas de Fermi de electrones

Como se vio en (EI) las enanas blancas evitan un colapso gravitacional gracias a la presién
de degeneracion de electrones, por lo tanto si se considera el niimero de estados disponibles dn
en un volumen del espacio de fase de momentos en un intervalo de amplitud dk en un valor k,
considerando el cascarén de superficie 47k? tenemos la relacion

drk?dk  k3*dk
dn = =
(2rh)®  2m2h3

(2.3.1)

e integrando esta ecuacién entre 0 y el momento de Fermi kr asociado a la energia de Fermi para
los electrones, que es el maximo nivel de energia que puede ocupar un estado cuantico como el que
estamos analizando, ademas consideramos por las propiedades fermionicas del espin del electrén,

que para cada nivel de energia admitido se admiten solo dos estados, obtenemos la relacién de
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densidad de niimero
ke g2k
= 2 —_—
" /0 2m2h3

1 R,
= k=dk
7r2h3/0

ke

En términos generales estas estrellas tienen carga eléctrica nula, se considera que por cada electrén
hay un protén y por ende una cantidad asociada de neutrones, ya que estos tltimos como nucleén
(par neutrén-protén), tienen una masa muy por encima de la que posee el electrén (m. < my), se
asume que la densidad de masa de la estrella estd generada principalmente por los nucleones de la
forma

A

p=nmy— (2.3.3)

donde n viene dado por la ecuacién () y el valor % es el coeficiente que indica la cantidad de
nucleones que existe por cada electrén, el cual varia segin el elemento que conforme a la estrella (
en el caso de las enanas blancas, pueden estar formadas desde carbono y oxigeno, hasta hierro) y

reemplazando en este término la densidad de ntimero previamente obtenida se expresa por

y = St A
3m2h3 Z
13 37r2h3p§
F mn A
1
3n2p 713
kp = h[n:NpA] (2.3.4)

Ya que la energia para un nivel de momento del electrén viene dada por E(k) = \/k%c? + m2c?
para la densidad de ntimero de estos estados, calculamos el aporte de la densidad de energia de los

electrones en el espectro correspondiente entre el reposo relativo y el momento de Fermi kr a la
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enana blanca mediante

n(kr)
- (kp) = / 2E(n(kr))dn
0
b Ark2dk
= 2./k2c2 2.4
/0 ¢ Hmee (27h)3
I
= g | VRSt mEdRPdk cambiok =
T
1 TE
— o | VR s
mich
T R
4.5 ryr
= m;i; / sinh? y + 1sinh? y cosh ydy
T
micd )
= — inh? y cosh? yd
_omee /yF cosh2y —1cosh2y +1
ST A 2 9 Y
mic® [YF 5
= —0 h*2y — 1d
471-2;13/0 Cos Y Y
_ mic® Y7 coshdy + 1 Y
IS 2 y
4.5 Yr
= ;)n;ch3/ cosh 4y — 1dy
T
_ smh4y ur
N 877253
_ smh4y yF
N 7r2h
= 8 2h3 [smhycoshy(l—i—2smh y) — y]gF
s
4,5
= éneTChB [sinh(sinhfl(xp)) cosh(sinhfl(m
T
micd 2 ) o
ee—(krp) = S xF\/E(l-FQxF)_Slnh (zF)

#))(1 + 2sinh?(sinh ™!

22

mecx : dk = meedz - xp = kp/(mec)

/ Va2 +12%dx  cambiox = sinh(y) : dz = cosh(y)dy : yp = sinh™* (zp)

(2F))) = sinh™ " (zF)]

(2.3.5)

de esta manera obtendremos la densidad de energia total de la estrella como

5 A
EEB = NMNC E + €e—

(kr)

sin embargo, el segundo factor es mucho menor que el primero, siendo éste el principal aporte.

Ahora que tenemos esta relacién es importante calcular la

presiéon, y considerando que el momento
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es k = mv donde m es la masa y v la velocidad del objeto, y con la ecuacién caracteristica de
Einstein podemos despejar la velocidad como v = kc?/E, asf con el hecho de que los electrones
respetan la estadistica de Fermi-Dirac, utilizamos el valor bajo ella de la presién de degeneracion

para un sistema isotrépico en el rango entre 0 y el momento de Fermi, de la forma

kr
phe) = 3 [ kodn(i)

2 /’fF ke* dnkdk
 3Jo E(k) (2wh)3
8 2 kr ]{,‘4
= 3(27;Ch)3 Eremr dkecambiok = mecz : dk = meedx : xp = kp/(mec)
0
8mc? rE mictat 4
= mecdx
3(2mh)® Jo m204x2 +m2ct

cambio x = sinh(y) : dz = cosh(y)dy : yr = sinh™* (zr)

87rm 5
et m
87rm 5 yr smh4
= 3(2nh)? / cosh(y
\/smh )+ 1
4.5

8mmyc 4
pr— h
3(2rh)® /0 sinh(y)dy

_ 8mmid® /yF cosh?y — 1 ? i
= 3(2rh)3 2 Y
_ 8mmic® /yF cosh(4y) +

1
— 2cosh(2y) + 1dy

12(27h)3 2
8rmic® [sinh(4y) ) e
= Yigenp | 4 2sinh(2y) + By] .
8rmic® [ 5 ) 5 yr
= sinhyy/1 + sinh® y(1 + 2sinh® y) — 4sinh y4/1 + sinh® y + Sy}
24(2h)? | 0
8rmic® [ 5 9 ur
= sinhyy/1 + sinh” y(2sinh”y — 3) + 3y
24(27h)? | 0
87Tm 5T . . —1 . 2 . —1 . 2 . —1 . —1
= W sinh sinh (xp)\/l + sinh”sinh™ " (zp)(2sinh”sinh™ " (zp) — 3) + 3sinh™ (zp)
8 4.5 .
_ ﬂiﬂ}% zpy/1+ 2% (20% — 3) + SSinhl(xp)}

4.5
plkp) = % {xm/l +22.(22% - 3) —i-SSinhl(xp)} (2.3.6)

debido a la evidente dificultad de relacionar directamente las ecuaciones () y () de la forma

p = p(e€), para obtener una forma politrépica, se usardn dos aproximaciones, la primera, una de
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tipo relativista, considerando grandes momentos (velocidad) mateméticamente kp > m.c o dicho
de otra forma zr > 1 utilizando esto y el despeje de € de la ecuacién (),en (), considerando
que sinh ™ (y) = In(y + /1 + y2) < y bajo este régimen, obtenemos

4.5
DPRel R 722:%3 {xp\/g(%%)]

1\ 4

o omie® h [3m2pZ]®

T 12m2h3 (mec |:’ITLN A:| )
4
micd ho\?3r2? Z\°
127213 (mc) my A

_ch (3 Z\?
T o1272 \mpyc2 A ¢

4
Pret =  KRe€?® (2.3.7)

Q

ol

para el caso no relativista kg < mec 0 en nuestra variable auxiliar zp < 1 tendremos la integral

previa a la solucién de (??) de la forma

8rmicd [*r gt
= < dx
Pt 3(2mh)? /0 Vit 1
micd [*r gt

Q

L
3028 J, I

7714 5 TF
e€ / 2tz
273

3m2h3 ),

Q

N mic? ﬁ
T 3m2m3 B
1\ O
_omge® h [3n*pZ]*®
T 15m283 \ mec | my A
N K2 3n2e Z 3
T 15mer? | 2my A
R
N —— | o—=| e
15men2 | c2my A
PR ~ Knpeet (2.3.8)

con lo cual obtenemos dos ecuaciones que permiten relacionar la presién y densidad de energia de
enanas blancas de manera sencilla, para completar nuestro sistema de ecuaciones que describen la
estructura interna de nuestra estrella en estudio.

Para el caso de la estrella de neutrones, la ecuacion politrépica para el caso no relativista mantiene
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su exponente v = 5/3, con una ligera diferencia en su constante, debido a que las particulas que
generan la presién, son las mismas que aquellas que aportan la energia en reposo, siendo esta
constante

(2.3.9)

5
K2 3r2 773
KNRel = { }

15m, 72 | mpc2 A
sin embargo, por el mismo argumento anterior, para el caso relativista se tiene debido a respetar
la estadistica de Fermi-Dirac, una relacién mucho mas sencilla entre presion y densidad de energia,
con Krey = 1/3 y ast

Prel = KNRei€ (2.3.10)

con lo cual e completa la cantidad de ecuaciones necesarias para la resolucién numérica de nuestro

sistema que describe



Capitulo 3

Tratamiento Numeérico

Debido a la escala de los valores a tratar, por ejemplo presiones centrales relativistas del orden
de P ~ 10% en unidades de kg  (s2km)~! y la masa solar con un valor de Mg =~ 1,9891 x 103%kg,
se vuelve necesario realizar un tratamiento a las ecuaciones que conforman nuestro sistema, de
manera de quitar las dimensiones de las principales variables en estudio, las cuales son presién p(r),
densidad de energia e(r) y masa M (r), todas ellas en funcién de la distancia radial desde el centro
de la estrella r, para ello el primer cambio a realizar es utilizar factores adimensionales, en este caso
para la masa, se utilizard la masa solar como unidad de medida, transformando la variable original
en una nueva variable de estudio m(r) de la forma M(r) = m(r)Mg y para la presién y densidad
de energia se utiliza la misma constante, ya que consideramos la velocidad de la luz ¢ = 1, tenemos

p(r) = eop(r) v €(r) = €oé(r), con lo cual, las ecuaciones comenzando desde la ecuacién de masa

(), tenemos

dM r2
W(T) = 47rc2 e(r)
d(Masm r2
( df )( ) = Amged(r)
dm 7"260
— = 4 € .0.1
o (r) WCQMGE(T‘) (3.0.1)

26
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ahora con un procedimiento similar, para la ecuacién newtoniana de equilibrio de fuerzas (),

se obtiene
@ ) = - GM(r)e(r)
dr N c2r?
d(eop) r = — GMem(r)eé(r)

dr c?r?
dp _ GMgm(r)é(r)
dr (r) = c2r?
By = CXempryer) (3.0.2)

emulando este procedimiento para las ecuaciones de TOV () y TOYV con adicién de constante
cosmolodgica A (), ademds de trabajar los factores de forma de evitar las indeterminaciones

. . 0
numéricas que podrian provocarse por terminos de la forma 0’ obtenemos

% = —%(e—l—p) {1+47r%r3} {1—2]\/—@}
dleop) _ Mom(r) o () ][, Mem(r)]™
A MR o) + eaplr) [1+ a2 9] [1 o M)
L= et 400 [ M ameaptn)?] - 23t (303)

al incluir A en la ecuacién anterior y repetir el procedimiento, obtenemos

% = —%(64-19) [1+47r]\]04r3+A?2\2] [1—2My) —A’;]
dleop) = 77M®7‘n(7“) eg€(r eop(r Wieoﬁ(r) r3 773 — 7M®m(r) — ﬁ -
i = R ) o) [ g s | 1B g
_ _ 2 -1
;Lf = —(&(r)+p(r)) [W + dreop(r)r® + Ag} [r — 2Mam(r) — Agj (3.0.4)

Una vez obtenidas estas 3 expresiones del par de sistemas de ecuaciones que se contrastan durante
el trabajo, es necesario adaptarlos a los distintos regimenes de trabajo siendo 3 los principales. Como
se estudio en el capitulo anterior, dos de ellos se encuentran contenidos directamente en el andlisis
politrépico, para el caso de ecuaciones de la forma p(r) = Ke” en el cual tanto la constante K,
como el exponente v corresponden al caso relativista o no relativista, segtin las presiones centrales

en estudio como condicién inicial del problema de sistema de ecuaciones diferenciales, con el cual

_ 1/~
al considerar las variables sin dimensién y el cambio correspondiente €(r) = (@) , donde
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K = Ke'~! obteniendo de esta forma las siguientes ecuacién mediante manipulacién aritmética del

término de densidad de energia

E
©
S~—

I

S
<
()
M
=)
7 N
"E\
‘A
=
~__
—_
~
5

dr Mg \ K

My = ) (3.0.5)

@ _GM@()(W))”"

E( N 2z "I\ TR

dp B GMg m(r)p(r)/7

) = c2f’(1(7v — (3.0.6)
D p(r el m(r _
jf:—((%g) +mm>[Mif>+4mwwwﬂv—2Mwmm]1 (3.0.7

_ _ 1 _ aq—1
% = - <(pg)> " Jrﬁ(r)) {JMQT(T) + drmep(r)r® + AT;} {r —2Mgm(r) — Ag (3.0.8)

Sin embargo, pese a que estas ecuaciones son consecuentes con las presiones centrales considera-
das como argumento de entrada para solucionar el sistema de ecuaciones diferenciales, es importante
tener presente que conforme las soluciones avanzan desde el centro de nuestra estrella, hacia sus
capas exteriores, el régimen que rige por las presiones experimentadas en estas areas, pese a que
el centro sea de cardcter relativista, sera un sector donde sus particulas se comportardn como no
relativistas, por lo tanto se realiza un ajuste en el cual se puedan conectar las ecuaciones obtenidas
para las densidades de energia y presiones que representen esta situaciones mediante constantes de
la forma é(r) = Axpp(r)"/INE + Arp(r)t/7% donde A; y i, representan el valor correspondiente
para el ajuste y coeficiente politrépico para el régimen relativista i = R y el no relativista i = VR,

pasando asi nuestras ecuaciones a tener la expresién

dm €0

> = o (Awnp(r)/ = 4 App(r)/77 ) 12 (3.0.9)
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dp GM,, m(r ) )
%(T) = - c2® T(2)(ANRP(T)l/VNR+ARp(r)1/7R) (3.0.10)

= ()30 4! 7) 5.50) | T 4 2t [ 2o
(3.0.11)
B ((narto e g ) i) [P 22 2T
* [7"02 — 2GMgm(r) — Acﬂ;’} -
(3.0.12)

y son estas ecuaciones las que finalmente trataremos con el algoritmo de aproximaciéon numérica
de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias que se estudiard en el capitulo siguiente, como se
puede observar, se incluyé en las ecuaciones finales términos de velocidad de la luz ¢ y de constante

de gravitacién universal G que originalmente se habian igualado a 1 para facilitar los calculos.



Capitulo 4

Algoritmos Eficientes de Solucién

Numérica

Para solucionar las ecuaciones del sistema adimensional dadas por (BO]J) y (bOd), 0 (bO]J) y

(), se hizo en primera instancia una prueba con dos métodos numéricos en el sistema bajo un
régimen Newtoniano, sin considerar correcciones relativistas como las de la ecuacién de TOV. El
primero de ellos, es uno de paso fijo, bien conocido, el "Método de Runge-Kutta de cuarto orden”
como se puede ver en [19] y el segundo un método de paso variable llamado BS ().Ambos seran

detallados a continuacion.

4.1. Runge-Kutta

Si bien son una familia de métodos iterativos genéricos de aproximaciéon numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias con valores iniciales desarrollados en torno al ano 1900 en conjunto por
los fisicos y matematicos Martin Kutta y Carl Runge, nos centraremos en el uso de uno de los
mas conocidos, que es el "Método de Runge-Kutta de cuarto orden”, el cual tiene un error local
de truncamiento del orden O(h?) siendo h el ancho fijo en el que se desarrolla la iteracién, para

un problema de valores iniciales y'(t) = f(¢,v), y(to) = yo; t € [to,tn], aproximamos una solucién

30
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numérica de N + 1 puntos distribuidos uniformemente a una distancia h = %, el algoritmo
entrega los valores de w; para los puntos i = {1,2,..., N}, con valor inicial wy = yo, establecidos

de la siguiente manera

parai = {1,2,...,N} repetir
K1 = hf(ti-1,wi1)
h K
Ky = hf(tic1+ iawi—lJF?l)
h K
Ky = hf(tio1+ *,WiflJrJ)
2 2
Ky = hf(tici+hywior + K3)
1
w; = Wij—1+ 6(K1+2K2+2K3+K4) (411)
de esta manera obtenemos los puntos de aproximacién numérica wg,wr,...,wy con los cuales se

analizan resultados. Ya que en nuestro caso tenemos un sistema para la masa y presion, el algoritmo
se expresard de la siguiente manera con condiciones iniciales para ro = 0, M(ro) =0y p(ro) = Po,
donde este ultimo valor se seleccionard considerando los regimenes establecidos al momento de
estudiar las ecuaciones politrépicas de estado, ademéas como se desconoce a priori el tamano de
los cuerpos celestes, el paso fijo queda preestablecido sin considerar la cantidad de puntos, si no,
solamente su tamafio, junto a esto se genera una condicién de frontera, cuando el punto ry = R
sea el primero que cumpla con p(R) < 0, a este valor R le llamaremos Radio de la estrella, con lo

cual M(R) es la Masa total de la estrella, tendremos entonces nuestro sistema como

MI(T) = f(T,M,p)

(4.1.2)
p'(r) g(r, M, p)
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el cual se aproxima mediante Runge-Kutta 4 como

para i = {1,2,...} mientras p(r;) >0 repetir

Ky = hf(ti-1,wi—1,vi1)

Hy = hg(ti1,wi—1,vi-1)

Ky = Rhf(ti-1+ g,wiﬂ + %,Uifl + %)
Hy = hg(ti-1+ g,wzel + %,Uiq + %)
Kz = hf(ti-1+ g,wi—l + %,Uz‘—l + %)
H; = hg(ti-1+ g,wi—l + %,Ui—l + %)
Ky = hf(tici+h,wio1+ K3, v;1 + H3)

Hy = hf(tic1+h,wio1+ K301 + H3)

w; = wi_1+%(Kl+2K2+2K3+K4)

v; = Vi_1+ é (Hy +2Hs +2H3 + Hy) (4.1.3)

de esta forma se obtiene la aproximacién necesaria para analizar el comportamiento de la estrella

en estudio.

4.2. Meétodo de Bulirsch-Stoer

A diferencia del método anterior, en el cual el paso h entre el cual se calculaban las aproxima-
ciones del valor de las funciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se fijaba desde el
comienzo del algoritmo, para el caso de Bulirsch-Stoer [20], este paso es adaptativo conforme avanza
el procedimiento, lo cual es de fundamental importancia en el estudio de sistemas de ecuaciones
en los cuales se presenta en cortos periodos de tiempo gran aporte de alguna de las variables de
estudio, para luego esta pasar a ser practicamente irrelevante por disminuir rapidamente su valor,
a este tipo de sistemas se les llama ecuaciones rigidas, lo cual es nuestro caso donde la presién es
dominante en los sectores internos de las estrellas, no asi en las zonas externas donde el comporta-
miento viene regido por la masa de éstas, asi este método presenta una gran mejora en la velocidad

de funcionamiento. Este es una perfeccionamiento del método de punto medio, de la siguiente ma-
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nera.

En primera instancia, el principio fundamental detras de este algoritmo es el siguiente, se considera
un intervalo de amplitud H, de la forma [t,¢ + H], en el cual se realiza el proceso de integracién
numérica de la solucién se realiza varias veces para distintos pasos, donde se utiliza un subindice %
para indicar el nimero de la integracién, para obtener el valor correcto de la funcién en el extremo
t + H y obtener ademds los valores y, en (@) comenzando desde el valor inicial yo = y(t) con

n = H/h pasos.

Ya que el ancho de estos pasos va disminuyendo, consideramos las aproximaciones del valor de
y(t+ H) para cada vez mayor cantidad de puntos en el intervalo (@), digamos estos wy,ws, ws, . . .,
para anchos correspondientes hi, ho, hs,... con la propiedad decreciente (hy > ho > hg > ...),
la nocién detrds de esta idea es pensar que y(t + H) = nh_}rgo wp 0 sea como n depende de h es el
equivalente a decir que h — 0.

El detalle de este procedimiento es el siguiente, se toman valores decrecientes (hy > ho > hy > ...),

para estimar los valores de y(¢t + H) mediante los valores w; asociados a cada tamaifo de paso h;

(i) Para cada tamafio de paso h;, calculamos el valor integrado w; y se actualiza un valor estimado
extrapolado actual de y para h = 0, esto a partir del anterior valor actual y los valores w;

previamente obtenidos.

(#4) Si la diferencia entre el actual valor estimado y el anterior es despreciable, carece de sentido
continuar disminuyendo el valor de h, y por tanto se considera este valor como la mejor
aproximacion para y(t+H). Si se da el caso de que nuestras estimaciones no convergen pasado
una cota preestablecida de disminuciones (digamos i > Ny), se detiene el procedimiento y
volvemos al inicio ¢, con la diferencia que el intervalo de integraciéon (@) se actualiza a

[t,t + H/4] y se vuelve al paso anterior.

(79t) Si la convergencia del valor estimado se presenta para un paso intermedio (entre hy y hyy,),
se realiza un ajuste del siguiente intervalo de integraciéon con la idea de que se mantenga
relativamente constante la cantidad de subintervalos. En caso de tener menos de lo deseado,
se aumenta su tamafio por un valor de 1,2 (i.e. H — 1,2H) y en caso de ser igual, se disminuye

un poco el intervalo, por un factor de 0,95.
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Para realizar la integracién entre t y t + H se realiza lo siguiente, con n cantidad de subintervalos

deseados en cada paso

h = -l

20 = y(t)

Z1 = 20 =+ hf(t, Zo) (421)
ziv1 = 2zi—1+2hf(t+ih,z;) para i=1,...,n—1

Wp = 5 (zn+ 2n1 +Af(E+ H, 2))

con lo cual obtendremos los puntos y,,, para cada subintervalo de integracion [t,¢ + H| hasta
cubrir todo el rango de valores, que en nuestro caso presenta mejor procesamiento, ya que no te-
nemos inicialmente un rango fijo de valores de distancias desde el centro de la estrella, debido a
la condicién de frontera y por ende de detencién del algoritmo p(R) < 0, la ventaja de este algo-
ritmo es su adaptacién no solo del paso en cada subintervalo, si no que gracias a esto, actualiza
constantemente el siguiente punto de evaluacién, y en caso de no converger, puede solucionar esto

mediante disminucion de estos intervalos.

4.3. Contraste

A continuacion se presenta una tabla de valores obtenidos, disminuyendo los valores de intervalo
minimo de trabajo, de ambos algoritmos, solucionando el sistema en régimen newtoniano, a modo
de prueba, para elegir con cual de ellos se trabajaria en la aproximacién de soluciones del sistema
con la ecuacién de TOV y principalmente para el caso de inclusién de constante cosmolédgica A.
Con los resultados de este experimento, se decidié trabajar con este ultimo algoritmo de BS debido
a la ganancia en términos temporales de procesamiento, los cuales asumimos se podrian ver amplia-
mente acrecentados debido a las caracteristicas propias de las funciones implicadas en el sistema
de ecuaciones y posibles valores de indefinicion.

Como se puede observar en la tabla (Ell) conforme se disminuye el tamafo del paso minimo ad-
mitido los tiempos de procesamiento con la rutina de RK llegan a ser practicamente 5 veces los
tiempos obtenidos con BS, lo cual es uno de los principales argumentos para decidir la utilizacién

de esta ultima rutina en la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, junto con
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Rut h tiempo | Presién limite | Masas | Radio (km)
BS | 1x10° 0,52 1,223 x 10733 | 1,2432 8195,000
RK | 1x10° 0,41 | 9,465 x 10733 | 1,2433 | 8194,000
BS | 5x 107" | 0,57 | 3,840 x 107%% | 1,2432 | 8195,000
RK | 5x 1071 0,83 5,787 x 1073% | 1,2433 | 8194,500
BS | 1x107? 1,16 1,112 x 10736 | 1,2432 | 8194,800
RK | 1x107' | 434 | 7,837 x 10757 | 1,2433 | 8194,900
BS | 5x1072 | 1,86 | 1,409 x 10738 | 1,2432 | 8194,850
RK | 5x1072 | 7,86 | 3,733 x1073% | 1,2433 | 8195,000
BS | 1x1072 7,47 2,197 x 1074 | 1,2432 8194,850
RK | 1x1072 | 37,78 | 3,753 x 107*! | 1,2433 | 8195,000
BS | 5x107% | 14,36 | 1,329 x 107*2 | 1,2432 | 8194,845
RK | 5x 1073 | 75,34 | 5,012 x 107*2 | 1,2433 | 8195,000
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Cuadro 4.1: Comparativa rutinas RK-BS bajo régimen de presiones estelares relativistas, de valor

central Py = 1027 29

Kmxs?

esto, la condicion de frontera, presenta margenes mas amplios para la rutina RK nuevamente del

orden de casi 5 veces, indicando que BS tiene una mejor aproximacién para la frontera de la estrella

en estudio, como era de esperar, debido a que la presién central como condicién inicial es la misma

en cada aproximacién, los valores obtenidos de masa total y radio final de la Enana blanca no

presentan mayores diferencias que puedan servir de argumento para la decantacién por alguna de

estas rutinas de solucién.



Capitulo 5

Analisis de Resultados

En el siguiente capitulo analizaremos los resultados obtenidos en los diversos regimenes, para los
modelos y ecuaciones enunciadas en los capitulos previos, en los cuales veremos como se comportan
las caracteristicas principales de las estrellas bajo los efectos de la variacién del valor medido de

constante cosmologica.

5.1. Modelo Clasico Newtoniano

Es importante comenzar analizando los resultados que se obtienen para los modelos estelares, sin
tener en cuenta los efectos relativistas que surgen del estudio de la ecuacién de campo de Einstein
[L7], por tanto inicialmente trabajaremos con el sistema de ecuaciones conformado por () y
()7 en primera instancia, utilizando el sistema para un gas de fermi de electrones, con constante
politrépica v = 5/3 correspondiente al caso de momentos no relativistas kr < m.c?, que utilizando

A

la ecuacién de presion (R.3.6) con valores en este rango, obtenemos los siguientes resultados con

presiones centrales del orden de py ~ 10%* Sflfm, con valor de constante de adimensionalidad para

la presién y densidad de energia de ¢y = 2,4888 x 10%° kagm y masa solar Mg = 1,989 x 103°kg, se

tienen los siguientes valores en la tabla (@)

36
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Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
2,65 x 1023 | 1,107 x 10~ | 4836,7 | 1,2432 2,386 x 1073°
2,65 x 1024 | 1,107 x 10~ | 8601,1 | 1,2432 1,731 x 1037
2,65 x 1025 | 1,173 x 10-16 | 15075,9 | 1,2432 7.554 x 10~39

Cuadro 5.1: Radios R (km) y masa M (M) para enanas blancas en régimen no relativista

37

y tenemos las siguientes graficas de presién y masa en funcién de la distancia radial al centro

de la estrella (@),(@)

Masa m enana blanca en funcién del radio ecuacién Newton

0.9

0.8 [

I
——-p(0) = 1.005 x 10~ 1©
——-p(0) = 1.005 x 1015 |
B(0) = 1.065 x 1074

4000

6000

8000

Radio r km

10000 12000 14000

Figura 5.1: Masa enana blanca m(r) en funcién de la distancia radial = para escala de valores de

presién central p(0), en régimen no relativista con ecuacién de clasica de Newton.
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«10714 Presion p enana blanca en funcion del radio ecuacién Newton
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Figura 5.2: Presién enana blanca p(r) en funcién de la distancia radial r para escala de valores de

presién central p(0), en régimen no relativista con ecuacién de clasica de Newton.

Se puede ver como la presiéon presenta un comportamiento de decrecimiento suave hasta las
capas superiores de la enana blanca con una pendiente central marcada, hasta llegar a cero y asi
detener la medicién de las funciones, se puede notar que la masa acumulada es muy pequena, esto
debido al régimen en el que se encuentran las particulas en su interior y que esta disminuye confor-
me lo hace la presion central inicial, siendo la baja presiéon incapaz de generar la acumulacién de
masa.

Ahora para un régimen relativista con ntimero politrépico v = 4/3, presiones centrales del orden

kg
s2km>’

de py ~ 10?7 kg y constante adimensional ¢y = 7,446 x 10%! obteniendo asi los siguientes

s2km

valores y graficas
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Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
0,824 x 102 | 1,173 x 10716 | 15075,9 | 1,2432 7,554 x 10739
0,824 x 10%7 | 1,107 x 10~ | 8601,1 | 1,2432 1,731 x 107
0,873 x 10%® | 1,107 x 10~ | 4836,7 | 1,2432 2,386 x 1073°

Cuadro 5.2: Radios R (km) y masa M (M) para enanas blancas en régimen relativista con modelo

clasico de Newton

Masa m enana blanca en funcién del radio ecuacién Newton
T

14 ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘
12} P I |
1 [ —
208 | , |
S
So6 / |
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-—-p(0) = 1.104 x 10716
02 e ~ p(0) = 1.104 x 1075| |
i 5(0) =1.104 x 1074
. | | | ) } ‘

0
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Radio r km

Figura 5.3: Masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para escala de valores de

presién central p(0) en régimen relativista con modelo clasico de Newton.
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«10714 Presion p enana blanca en funcién del radio ecuacion de Newton
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Figura 5.4: Presién p(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para valores de presién

central p(0) en régimen relativista con modelo cldsico de Newton.

El comportamiento de la presién es bastante similar al caso previo salvo por un rapido decai-
miento de ésta como se verificar en las graficas (@,@), sin embargo se puede notar que si bien los
radios finales de las estrellas en este caso difieren bastante cuando varia la presién central inicial, las
masas totales de los distintos cuerpos encuentra una asintota practicamente constante consecuente
al limite calculado por Chrandrasekhar, esto se puede ver explicado debido a que en este régimen
gracias a la soluciéon de Lane -Emden para politréopos donde la masa no depende de la densidad de
energia para el valor v = 4/3 [21] como se puede ver en la solucién siguiente

3/2
M = dre™ 55 <47TGI(?—1)> 210(n))| (5.1.1)

donde los valores 77 y#(11) son constantes numéricas dependientes del ntimero politrépico.

Se realiza un estudio similar que en el caso de las enanas blancas, para las estrellas de neutrones
el tratamiento numérico se realiza con el modelo newtoniano en dos regimenes (no relativista y
mixto ajustado).

En el caso no relativista con kr < my,c?, utilizamos un valor de numero politrépico v = 5/3 y

040 kg

2> bor lo cual los valores de presion central

constante de adimensionalidad ¢y = 1,603 x 1

como condicién inicial del problema de valores iniciales debe ser menores del orden de p(0) ~ 1037
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para mantener el modelo en los mérgenes del régimen actual de estudio. A partir de esta solucién

numeérica se obtienen los siguientes gréaficos y resultados.

Py Py R (km) | M(R) (Mg) | Presién limite (P(R))
1,603 x 1033 | 1 x 1077 | 33,166 0,0978 4,4178 x 10=20
1,603 x 103* | 1 x 1079 | 26,344 0,1951 5,2657 x 10~18
1,603 x 10%° | 1 x 1075 | 20,926 0,3894 2,5853 x 1017
1,603 x 1036 | 1 x 107* | 16,622 0,7769 42387 x 10716
1,603 x 1037 | 1 x 1073 | 13,203 1,5500 1,4678 x 10~14

Cuadro 5.3:

con modelo clasico de Newton

Radios R (km) y masa M (Mg) para estrellas de neutrones en régimen no relativista

Masa m estrella de neutrones en funcion del radio

1.6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
——p(0) =107
i -5(0) = 1074
- p(0) =107°
—5(0) =10
1.2 - =107
e
20 25 30 35

Radio r km

Figura 5.5: Masa m(r) estrella de neutrones en funcion de la distancia radial r para escala de valores

de presién central p(0) en régimen no relativista con modelo clésico de Newton.
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] %1073 Presion p estrella de neutrones en funcion del radio
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Figura 5.6: Presion p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para escala de

valores de presion central p(0) en régimen no relativista con modelo cldsico de Newton.

Para el caso de régimen relativista los valores utilizados son de ntimero prolitrépico v = 1, cons-
tante de adimensionalidad €y = 5,346 x 1038% y presiones centrales del orden de p(0) ~ 1037,
sobre estos valores y los de régimen no relativista se realiza el ajuste con constantes Ar = 2,8663

v Anygr = 2,4216, valores con los cuales obtenemos los siguientes resultados :

Py Py R (km) | M(R) (Mg) | Presién limite (P(R))
5,346 x 1036 | 1,0 x 1072 | 15,115 1,0430 1,6 x 10713
1,069 x 1037 | 2,0 x 1072 | 13,867 1,1984 1,6 x 10714
1,604 x 1037 | 3,0 x 1072 | 13,163 1,2897 2,1 x 10714
4,000 x 1037 | 7,5 x 1072 | 11,645 1,4846 6,7 x 10714
5,346 x 1037 | 1,0 x 10~ | 11,185 1,5401 6,8 x 10713

con modelo Newtoniano

Cuadro 5.4: Radios R (km) y masa M (M) para estrellas de neutrones régimen mixto ajustado
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Figura 5.7: Masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para escala de valores

de presion central p(0) en régimen mixto ajustado con modelo clésico de Newton.
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Figura 5.8: Presién p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para valores de

presién central p(0) en régimen mixto ajustado con modelo cldsico de Newton.
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Como se puede evidenciar en las tablas y graficas previas, se puede corroborar que los valores
de masas totales de estos cuerpos en ningin régimen presentan constancia en su valor, pese a pre-
sentarse mayor similitud en el caso mixto ajustado, ademés de ello, se puede notar que conforme
aumenta la presion central inicial del sistema, comienza una acumulacién que supera los limites
establecidos por Chandrasekar, lo cual es esperable, considerando que se evalubé para ambos regi-
menes con una ecuacién clasica, por tanto el aporte relativista en el caso mixto es el que domina
este aumento de masas fuera de las mediciones, misma razén por la cual no se trabajo esta ecuaciéon

para el caso relativista puro, siendo inconsecuente al tipo de modelo.

Lo que si es posible evidenciar en los casos de estudio es la considerable disminucién de los
radios finales de estos cuerpos siendo del orden del 2% con respecto al de las enanas blancas, para
masas muy similares, lo que es consecuente con las observaciones de las altas densidades de las
estrellas de neutrones. En términos generales sin embargo no existen diferencias considerables en

el comportamiento de las presiones y distancias radiales entre ambos cuerpos.
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5.2. Modelo en Relatividad General -TOV

Para precisar mejor el comportamiento real de las estrellas en estudio (Enanas Blancas y Estre-
llas de Neutrones), es necesario considerar las correcciones a la ecuacién de newton nacidas desde
la solucién de las ecuaciones de campo de Einstein como fue hecho por Tolman-Oppenheimer y
Volkov y que se revisé en el capitulo (E) seccién (@)

En esta seccion se replican los valores utilizados en la anterior, ya que en esencia no cambia el
régimen de estudio, simplemente la ecuacion que describe la situacion modelando las correcciones
nacidas desde la teoria de relatividad de Einstein y de la solucién de la ecuaciéon de campo, por
tanto se resumirdn los valores utilizados y resultados obtenidos en cada uno de los cuerpos de estu-
dios y regimenes correspondientes para su posterior andlisis, generando un contraste de estos con

los obtenidos a partir del estudio previo con ecuaciones clasicas.

5.2.1. Enanas Blancas

Régimen no relativista

Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
2,65 x 1023 | 1,065 x 1076 | 13246,1 | 0,2003 9,811 x 10730
2,65 x 1024 | 1,065 x 10715 | 10521,3 | 0,3996 1,124 x 10—28
2,65 x 10%° | 1,065 x 10~'* | 8356,5 | 0,7970 4,032 x 10728

Cuadro 5.5: Radios R (km) y masas M (Mg) para enanas blancas en régimen no relativista con

modelo en relatividad general con ecuacién de TOV
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Figura 5.9: Masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para escala de valores de

presién central p(0) en régimen no relativista con modelo en relatividad con ecuacién de TOV.
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Figura 5.10: Presion p(r) (estandarizada) enana blanca en funcién de la distancia radial r para
escala de valores de presion central p(0) en régimen no relativista con modelo en relatividad con

ecuaciéon de TOV.
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Figura 5.11: Contraste Masa m(r) y presién p(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r

para presiéon central p(0) = 1,065 x 1071 en régimen no relativista con modelo en relatividad con

ecuaciéon de TOV.

Como es posible evidenciar en las graficas (@,,) no existe una diferencia considerable

entre los valores registrados por la solucién del sistema con el modelo de ecuaciéon de TOV y el

de Newton, lo cual es esperable tomando en cuenta que es modelo no relativista y los aportes son

menores en este caso para los términos con factores de relatividad general.

Régimen relativista

Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
0,82 x 1026 | 1,104 x 10716 | 15302,8 | 1,2421 2,024 x 10739
0,82 x 1027 | 1,104 x 1071° | 8604,6 | 1,2414 3,398 x 10737
0,82 x 10?8 | 1,104 x 10~ 14 | 4838,0 | 1,2400 2,955 x 10736

Cuadro 5.6: Radios R (km) y masas M (M) para enanas blancas en régimen no relativista con

modelo en relatividad general con ecuacién de TOV
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Masa m enana blanca en funcién del radio ecuaciéon TOV
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Figura 5.12: Masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para escala de valores de

presién central p(0) en régimen relativista con modelo en relatividad con ecuacién de TOV.
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Figura 5.13: Presion p(r) (estandarizada) enana blanca en funcién de la distancia radial r para escala

de valores de presion central p(0) en régimen relativista con modelo en relatividad con ecuacién de

TOV.
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Figura 5.14: Contraste Masa m(r) y presién p(r) enana blanca en funcién de la distancia radial

r para presién central p(0) = 1,104 x 1071% en régimen relativista con modelo en relatividad con

ecuaciéon de TOV.

A diferencia del régimen no relativista, las diferencias son bésicamente despreciables, siendo
notorio sélo una disminucién del radio final de la estrella para la solucién de la ecuaciéon de TOV

con respecto a su contra parte con el modelo Newtoniano.

5.2.2. Estrellas de Neutrones

Resultados de solucién numérica ecuacién de TOV para estrellas de neutrones en los distintos

regimenes de estudio
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Régimen no relativista

50

Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
1,603 x 10 | 1x 1077 | 32,986 | 0,0962 2.800 x 1019
1,603 x 1034 | 1 x 107¢ | 25,991 | 0,1870 2,099 x 1018
1,603 x 10%° | 1x 107° | 20,244 | 0,3507 4,291 x 1019
1,603 x 1036 | 1x 107% | 15,362 | 0,6042 3,716 x 1019
1,603 x 1037 | 1 x 1073 | 11,091 | 0,8767 3,479 x 10~

Cuadro 5.7: Radios R (km) y masa M (M) para estrellas de neutrones en régimen no relativista

con modelo en relatividad general con ecuacién de TOV

Masa m estrella de neutrones en funcion del radio ecuacion TOV
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Figura 5.15: Masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para escala de

valores de presién central p(0) en régimen no relativista con modelo en relatividad con ecuacién de

TOV.
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Figura 5.16: Presion p(r) (estandarizada) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r

para escala de valores de presién central p(0) en régimen no relativista con modelo en relatividad

con ecuacion de TOV.
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Figura 5.17: Contraste Masa m(r) y presién p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia

radial r para presién central p(0) = 1,104 x 10~1° en régimen no relativista con modelo en relatividad

con ecuaciéon de TOV.
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Podemos notar como el comportamiento de la presién no tiene diferencias considerables res-
pecto a su contra parte Newtoniana, sin embargo es evidente la disminucién de las masas finales
manteniendo similares radios para este caso, sin embargo esta menor acumulacién de materia es
consecuente con las observaciones ya que en el caso de ecuaciones clasicas se vio superado el limite

fisico de estos cuerpos.

Régimen relativista

Py Py R (km) M Presién limite (P(R))
1,60 x 1037 | 1 x 1073 | 2,846 | 0,0586 2,103 x 10~13
1,60 x 10%® | 1 x 1072 | 2,166 | 0,0829 7,611 x 10~12
1,60 x 10% | 1 x 1071 | 1,662 | 0,0935 1,199 x 10~
1,60 x 1040 | 1x10° | 1,375 | 0,0886 5,203 x 10~
1,60 x 104 | 1x 10" | 1,279 | 0,0821 3,093 x 10~
1,60 x 10%2 | 1 x 102 1,267 | 0,0797 8,590 x 1012
1,60 x 103 | 1 x 103 1,268 | 0,0793 5,501 x 10~12
1,60 x 10* | 1x10* | 1,268 | 0,0793 5,590 x 10711
1,60 x 10% | 1x10° | 1,268 | 0,0792 5,590 x 10711

Cuadro 5.8: Radios R (km) y masa M (M) para estrellas de neutrones en régimen relativista con

modelo en relatividad general con ecuacion de TOV
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o1 Masa m estrella de neutrones en funcion del radio ecuacion TOV
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Figura 5.18: Masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para escala de

valores de presién central p(0) en régimen relativista con modelo en relatividad con ecuacién de
TOV.
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Figura 5.19: Presién p(r) (estandarizada) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r

para escala de valores de presion central p(0) en régimen relativista con modelo en relatividad con
ecuacién de TOV.
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Masa y presién (i, p) estrella de neutrones en funcién del radio p(0) = 107
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Figura 5.20: Contraste Masa m(r) y presién p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia
radial r para presién central p(0) = 107! en régimen relativista con modelo en relatividad con

ecuacion de TOV.

Régimen general

Py Py R (km) | M(R) (Mg) | Presién limite (P(R))
5,346 x 10%6 | 1,0 x 1072 | 13,502 0,7206 1,42 x 1013
1,069 x 1037 | 2,0 x 1072 | 12,095 0,7602 6,65 x 10~
1,604 x 1037 | 3,0 x 1072 | 11,312 0,7741 421 x 10714
4,000 x 1037 | 7,5 x 1072 | 9,675 0,7772 1,38 x 1013
5,346 x 10%7 | 1,0 x 10~ | 9,197 0,7699 1,66 x 10-12

Cuadro 5.9: Radios R (km) y masa M (M) para estrellas de neutrones en régimen mixto ajustado

con modelo en relatividad general con ecuacién de TOV
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Masa m estrella de neutrones en funcion del radio ecuacion TOV
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Figura 5.21: Masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para escala de

valores de presién central p(0) en régimen mixto ajustado con modelo en relatividad con ecuacién

de TOV.
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Figura 5.22: Presion p(r) (estandarizada) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r
para escala de valores de presién central p(0) en régimen mixto ajustado con modelo en relatividad

con ecuacion de TOV.
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Masa y presion (m, p) estrella de neutrones en funcién del radio p(0) = 7.5 x 1072
T
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Figura 5.23: Contraste Masa m(r) y presién p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia
radial r para presién central p(0) = 7,5 x 1072 en régimen mixto ajustado con modelo en relatividad

con ecuaciéon de TOV.

(%omparacién masa y presion (m, p) estrella de neutrones en funcién del radio p(0) = 3 x 10{31
. : .
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Figura 5.24: Masa m(r) y presién p(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para
presién central p(0) = 3 x 10~2 en régimen mixto ajustado contrastando modelo en relatividad con

ecuacion de TOV y ecuacién de Newton.
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Como podemos evidenciar las disminuciones de masa y radios con respecto al modelo clasico
son claras, asi como una mayor pendiente en el rango medio para la caida de los valores de presién

a través de la estructura interna de las estrellas de neutrones.
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5.3. Modelo en relatividad general con constante cosmolégi-

ca A

En los siguientes capitulos se estudiardn los efectos que tiene la constante cosmoldgica A de
valor aproximado A = 1,1056 x 10~45km ™2, al ser incluida como un factor adicional en la ecuacién
de TOV como se vio en el capitulo (B) y especificamente como se indica en el término ()
Para analizar los efectos de esta inclusién se hizo un trabajo en distintas etapas, siendo la primera
utilizar el factor que acompana a A en el término de la ecuacion de TOV correspondiente a los
efectos relativistas como una contraposicién a las consecuencias de la presién, posterior a esto se
incluye también en el factor geométrico (denominador de la ecuacién de TOV) y se visualizan sus
efectos, finalmente se realizardn variaciones en el valor utilizado de A con respecto al observado,
para identificar como afecta esto la estructura de las estrellas en estudio.

Es importante recalcar que todos los resultados aqui obtenidos como solucién del sistema de ecua-
ciones correspondiente a cada régimen fue con la utilizacién del algoritmo numérico de BS, el cual
presentd mejores tiempos y precisiones de detenciéon bajo condiciones de contorno que el algoritmo

de Runge Kutta, asi se presenta en las siguientes paginas.

5.3.1. A como oposicién a la presién

Como se comentdé el primer estudio es entorno al contrapeso que significa la constante cosmo-
logica frente a la presion central comportandose al interior de los cuerpos en el sentido de una
suerte de presion negativa, o como se vio en la seccién (@) como una presiéon de vacio, obteniendo
los siguientes resultados para cada estrella y los distintos regimenes de presiéon central, sin generar

cambios a los valores iniciales a fin de contrastar con los obtenidos sin la inclusién de A.
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Enanas Blancas

Contraste masa (M) enanas blancas en funcién del radio (km) para valores de constante cosmoldgica (A) y presién centralP ~ 10%
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Figura 5.25: Contraste masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para presién

central p(0) = 1023 en régimen no relativista contrastando con constante cosmolégica A.
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Figura 5.26: Contraste masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para presién

central p(0) = 10%® en régimen relativista contrastando con constante cosmolégica A.
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Como se puede evidenciar en las graficas comparativas para valores correspondientes de presién
central y los regimenes correspondientes de estado de la materia, no se puede encontrar diferencias
admisibles que adviertan algin efecto por parte de la constante cosmolégica A en la estructura
interna, siendo en todos los puntos de solucién numérica del sistema de ecuaciones diferenciales, las
mismas masas y presiones, y por tanto los mismos radios finales de las enanas blancas en estudio,

proceso que se repitié para diversos valores, sin encontrar diferencias.

Estrellas de Neutrones

Contraste masas estrellas de neutrones (M) en funcion del Radio (km) valores de constante cosmoldgica (A) y presidn central P ~ 10%
x10°
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Figura 5.27: Contraste masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para

presién central p(0) = 10?8 en régimen no relativista contrastando con constante cosmoldgica A.
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Contraste masas (M) estrellas de neutrones en funcién del radio (km) para constante cosmoldgica (A) y presion central P ~ 104
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Figura 5.28: Contraste masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para

presién central p(0) = 10*! en régimen relativista contrastando con constante cosmoldgica A.

Se puede corroborar que al igual que el caso de enanas blancas, para las estrellas de neutro-
nes tampoco existen diferencias entre los resultados obtenidos previamente para las ecuaciones de

estructura y para aquellas con la adicion de la constante cosmoldgica A.

Variaciones de Constante Cosmolégica

En vista de los resultados previos, surge la necesidad de explorar si la ausencia de efectos se
debe a errores numéricos de calculo, o lo que se pudo corroborar con el trabajo de esta seccién,
que la falta de diferencias es consecuencia del infimo valor de A respecto a los rangos de valores
de presion, por tanto el procedimiento fue evaluar los efectos en la estructura de las estrellas de
valores de constante cosmoldgica mayores que los medidos experimentalmente y que se encuentran
registrados en la literatura especializada, con los cuales si fue posible notar diferencias que son
presentadas a continuacion, que ademés descartan la posibilidad de un error humano y validan la

hipétesis de la nimiedad del valor de A.
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Contraste masas(Ms) estrellas de neutrones en funcién del radio (km) para variacién de valor de constante cosmolégica (A) y presion central P ~ 1047
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Cantrast%vgasas(ﬂlﬁ) estrellas de neutrones en funcién del radio (km) para variacién de valor de constante cosmoldgica (A) y presién central P ~ 1047
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Contraste masas(M.,) estrellas de neutrones en funcion del radio (km) para variacién de valor de constante cosmoligica (A) y presién central P ~ 10%
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Figura 5.29: Contraste masa m(r) estrella de neutrones en funcién de la distancia radial r para
presién central p(0) = 10%%;p(0) = 10%7;p(0) = 1034; p(0) = 10%° en régimen relativista ajustado

contrastando con variaciones de valores de constante cosmolégica A.

Como se puede notar en las graficas previas inclusive para grandes valores en la variacién de
constante cosmolégica A los efectos en la acumulacién de masa total es bastante pequeno, casi
despreciable, en el caso de presién central del orden de ~ 10*° con una constante de gran tamafo
con respecto a la original (A ~ 1073) podemos detectar diferencias considerables a simple vista en
los valores observables de las estrellas de neutrones, conforme disminuye la presién inicial los efectos
son percibidos a menores valores de Lambda, llegando inclusive a detectar un aumento explosivo

de la masa total para escalas que previamente generaban ligeras variaciones.
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Figura 5.30: Contraste masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para presién

central p(0) = 2,65 x 10%° en régimen no relativista contrastando con variaciones de valores de

constante cosmoldgica A.
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Figura 5.31: Contraste masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para presién
central p(0) = 0,822 x 10?8 en régimen relativista contrastando con variaciones de valores de cons-

tante cosmologica A.
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14 Comparacion masa y presion (i, p) enana blanca en funcién del radio p(0) = 0.822 x 10%, para variaciones de A
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Figura 5.32: Contraste masa m(r) enana blanca en funcién de la distancia radial r para presién
central p(0) = 0,822 x 10?8 en régimen relativista contrastando con variaciones de valores de cons-

tante cosmologica A.

Como es de esperar para las enanas blancas, que presentan menores presiones centrales debido
a su composicion de materia, sufren los efectos debidos a la adhesién de la constante cosmolégica
variada en rangos mucho menores que en el caso de estrellas de neutrones, esto es consecuente con

la literatura, la cual considera a A como una suerte de presién negativa, siendo un contrapeso a la
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presién interna de la estrella aportando directamente en la acumulacién de masa y en la velocidad
de reduccién del factor radial de presion, el cual es el encargado de activar la condicién de borde
establecida (p(r) < 0), lo que explica la disminucién del radio final de los cuerpos en estudio.

Debido a que no son despreciables los efectos en la estructura de las estrellas por parte de las
variaciones de A, podemos corroborar que no existen errores previos numéricos al momento de in-
cluir la constante, si no que la falta de efectos en los primeros estudios es debido al diminuto valor
con respecto al resto de las constantes fundamentales que tienen participacién en los sistemas de
ecuaciones que sirven de modelo para describir los cuerpos estelares de esta investigacion, razén

por la cual se analizaran efectos en los parametros de las estrellas, entre ellos la compactificacién

¢ = m(R)/R.

%1078 Compactificacién enana blanca (¢ = m(R)/R) en funcién de A(km™?), presién central P ~ 10%
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Figura 5.33: Compactificacién (¢) de enana blanca en funcién de la variacién de valores de constante

cosmolégica A, para presiéon central p(0) ~ 10?3 en régimen no relativista
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%108 Ajuste mediante serie de Fourier de la funcién de compactificacion ¢ en términos de A
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Figura 5.34: Contraste compactificacién (¢) de estrella de neutrones en funcién de la variaciones de

valores de constante cosmologica A, relativista ajustado

es considerable el efecto que tiene la variacién de A en el factor de compactificaciéon en ambos
casos y fue posible realizar un ajuste de la curva mediante series de Fourier, lo cual permitiria a
futuro un estudio mas acabado del comportamiento de este pardmetro ¢ en términos de la constante

cosmolégica. De similar modo se estudiaron otros contrastes entre modelos
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Contraste masas estrellas de neutrones (M) en funcién de presion central P(0)
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Figura 5.35: Contraste masas finales (m(R)) de estrella de neutrones en funcién de las variaciones

de presién central inicial con constante cosmolégica variada A ~ 1074

se puede notar como se reducen las masas totales debido a la ecuaciéon de TOV y como estas
sufren un ligero aumento debido a la inclusién del factor de constante cosmoldgica variado A ~ 1074,

todo esto en escalas de valores diversos de presién central inicial.
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Contraste compactificacién ¢ = M(R)/R estrellas de neutrones en funcién de presion central P(0)
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Figura 5.36: Contraste compactificacién (¢) de estrella de neutrones en funcién de las variaciones

de presién central inicial con constante cosmolégica variada A ~ 1074

en este caso se puede ver que el aporte ofrecido por A es bastante menor con respecto al aporte
de masa generado, esto se responde debido a que no solo se genera un aumento de materia, sino

que también en el tamano de las estrellas en escalas similares.
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Contraste compacti ficacion y masa estrella de neutrones (¢ = m(R)/R) en funcion de presion central

Figura 5.37: Contraste compactificacién (¢) y masa (Mg) de estrella de neutrones

las variaciones de presién central inicial
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en funcién de

sin el ingreso de constante A en las ecuaciones de TOV existe un comportamiento similar entre

la masa total y la compactificacién con respecto a valores de presién inicial.
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Contraste radios estrellas de neutrones (R) en funcién de presién central P(0)
20 : T

log,(Fy)

Figura 5.38: Contraste radio final (R) de estrella de neutrones en funcién de las variaciones de

presién central inicial con constante cosmolégica variada A ~ 1074

Los radios en estos casos presentan similitudes en valores bajos de presiéon inicial, para luego
aumentar para el modelo con correcciones de relatividad general, para el caso regular y aquel con

adhesion de constante cosmoldgica, generando esta tltima un leve aumento de este parametro



5.3. MODELO EN RELATIVIDAD GENERAL CON CONSTANTE COSMOLOGICA A 76

Contraste masas de estrellas de neutrones (M) en funcion del radio final (km)
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Figura 5.39: Contraste masa total (m(R) contra radio final (R) de estrella de neutrones en funcién

de las variaciones de presién central inicial con constante cosmoldgica variada A ~ 1074

finalmente en esta linea de andlisis podemos estudiar como se relacionan las masas con respecto
al radio de las estrellas de neutrones al generar variaciones de presién central, en los casos de mo-
delos Newtonianos, relativista general y a aquél con la adhesion de A, todos estos comportamientos
son similares en forma, presentando variaciones considerables con el modelo clasico, pero de menor

escala para la ajustada con constante cosmoldgica, pero no asi despreciable.

Finalmente para complementar el estudio futuro se realiza un ajuste exponencial (mejor ajuste
encontrado en un breve andlisis de valores) a la masa y a la compactificacién en funcién de valores

iniciales de presién central.
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Ajuste exponencial de la masa final de estrellas de neutrones vs presion central
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Ajuste exponencial compactificacion ¢ en funcién de presion central P(0)
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Figura 5.40: Ajuste masa final (m(R)) y compactificacién (¢) de estrellas de neutrones en funcién

de las variaciones de presion central inicial
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Capitulo 6

Conclusiones

En la presente tesis se estudio el problema de la estabilidad de estrellas densas considerando las
ecuaciones de equilibrio hidrostatico de Tolman-Oppenheimer-Volkoff modificadas, incluyendo las
contribuciones provenientes al solucionar las ecuaciones de campo de Einstein con constante cos-
moldgica, junto con ecuaciones de estado, que describen la termodindmica asociada a las particulas

y elementos que conforman la materia de éstas.

Para el presente estudio se contrastaron inicialmente los métodos de Runge-Kutta(RK) y Bulirsch-
Stoer(BS), para soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones acopladas en lenguajes MATLAB
y FORTRAN, dado que no se conocen soluciones analiticas de ellas, seleccionando en base a la
eficiencia finalmente en el segundo algoritmo BS, con el cual se obtuvieron las soluciones numéricas
correspondientes a los problemas de valores iniciales en diferentes estados de materia, incluyendo

también variaciones en los valores de constante cosmoldgica.

Para calibrar los métodos numéricos utilizados y asegurar asi que los resultados obtenidos al
incluir A en las ecuaciones se reprodujeron los resultados del articulo escrito por Reddy y Silbar

[22], logrando un completo acuerdo con valores numéricos y curvas, las cuales se pueden revisar en
el capitulo (a), secciones (@) y (@)

La variable que es esencial en los estudios numéricos y como condicién fundamental para el

PVI del sistema de ecuaciones es la presiéon central de la estrella, y dado que este valor no es
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conocido a priori, fue necesario realizar numerosas pruebas de solucién numérica considerando la
relacién ()7 para escalas de valores de presién central inicial en el rango de 1023 — 102 para
enanas blancas y 1033 — 10%6 para estrellas de neutrones (con unidades de kg * (s?km)~1. Se
constatd en primera instancia que utilizando la constante cosmoldgica A de valor medido estimado
A =~ 1,1056 x 107%6km 2, ésta no genera efectos significativos en los pardmetros principales de los

modelos estudiados.

Lo anterior es valido para el caso de enanas blancas y estrellas de neutrones, sin embargo,
fue posible notar que al usar valores diferentes de A al estimado, éstos tendrian un efecto nada
despreciable en la estructura de los cuerpos celestes, y debido a que este cambio se ve en contrapunto
directo al de la presién central inicial, esto también podria afectar estructuras de menor escala, no
como se puede evidenciar actualmente, donde los efectos a menor escala percibidos se dan a nivel
de galaxias, las cuales pueden contener desde cerca de 10 millones de estrellas diversas, entre ellas
los pequetios cuerpos de estudio de este trabajo. Lo anterior se puede notar en como los parametros
de masa y radio de las estrellas de estudio difieren con respecto a las ecuaciones de TOV usuales y
b.395.39)con

variaciones cercanas al 10 % en rangos de presién central bajos para una estrella de neutrones y

aquellas con inclusién de constante cosmolégica, como se puede ver en las figuras (

en rangos mayores estas variaciones no superan el 1%, lo cual es esperable, considerando que
la variable que se contrapone con el término de constante cosmoldgica en la ecuacién TOV es
justamente la presiéon central, por tanto a grandes valores (~ 10%kg * (s2km)~1), los efectos de
A dejan de ser considerable inclusive cuando ésta es utilizada en escalas distintas de las medidas
experimentalmente.

Como trabajo futuro se propone realiza un estudio que permita encontrar soluciones analiticas de
los sistemas acoplados utilizados en este trabajo, en base a la etapa final de éste donde se realizaron
ajustes para las principales variables de las estrellas consideradas, en base a los resultados numéricos
obtenidos con la rutina de BS, como se ve en las figuras (7), esbozando cual podria ser el
comportamiento de las funciones que rigen estos pardmetros. Otro camino posible de estudio es
mejorar las estimaciones incluyendo en las ecuaciones los aportes a la densidad de energia debidos
a otros componentes de la materia que conforman las estrellas en cada caso y sus interacciones

mecanico cudnticas, escala en la cual la constante cosmoldgica podria presentar influencias.
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